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ALGEBRA SUPERIOARA
&

1. Legi de compozitie pe o multime. Parte stabila

Breviar de teorie

Lege de compozitie

Definitie. Fie M o multime nevida. Se numeste lege de compozitie sau operatie
algebricd definitd pe M, o aplicatie @ : M x M — M, care asociaza fiecarei
perechi (x, y) € M x M, un unic element ¢(x, y) € M.

Observatii:
1. Elementul @(x, y) se numeste compusul lui x cu y prin legea ¢.
2. In general, operatia @(x, v) se va desemna printr-un simbol special: *, o,
T,1,®, O etc. De asemenea, se poate utiliza notatia aditiva (+) sau notatia
multiplicativa ().

Parte stabila
Definifie. Fie M o multime nevida si .o~ o lege de compozitie pe M. O submultime
nevidd H ¢ M se numeste parte stabild a lui M in raport cu operatia ,,o”, daca
pentru orice x, y € H,rezultacaxoy € H.

Observatii:
1. Numele de ,,parte stabila” pentru o submultime A a lui M in raport cu
operatia ,,o” precizeazi cd daca x, y € H, atunci si compusul lor x o y rimane
in H.
2. Daca H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie 07,
atunci spunem cd (H, o) este o lege de compozitie indusd de legea de
compozitie de pe M.

Clase de resturi modulo # (Z )

Definitie. Fie un numir n € N*. Daca a, b € Z, spunem ci a este congruent cu

a_beZ.

b modulo n si scriem a = b (mod n), daca n ‘ (a — b) sau daca

Altfel spus: numdrul a este congruent cu numdrul b modulo n, daci si numai
dacd dau acelasi rest r, prin impartire la n:
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asmng +r

aEb(modn)ﬁ{ ,unde g, q,,r€ Z,iar0<r<n.

b=ng,+r
sFiene N*siae Z.
- Restul impartirii lui @ la # se numeste redusul modulo n al numdrului a si
se noteaza a (modulo #) sau a(mod n).

- Notam: Zz:{be Z\bza(modn)} ;

—

a=amod n, oricare ar fi a € Z, unde a se numeste clasa lui a modulo n.
* Fie n € N*.
-Multimea Z = RS n—| 1} se numeste multimea claselor de resturi modulo
n,unde O ={kn|ke Z},1={kn+1lke Z},
2={kn+2|keZ},...,
n—1={kn+(n-1)|keZ}.

Pentru kK un numar fixat in Z, numerele intregi a si a + nk, reprezinta aceeasi
clasa de resturi: a=a+nk.
- Pe multimea Z se definesc urmatoarele legi de compozitie:

Al XL L ,atb=a®b;

I xT T, ab=a0b.

Cum pentru orice ¢, b€ Z, avem g=bh & amodn=bmodn &

a(modn) = b(modn) & n § (a - b) & a = b(mod n).

Decia ® b = (a +b)ymodn sia © b = (ab)modn.

in concluzie: a+b=a®b=a+b si ab= a®b= ab, Vabeld, nz?2.

« Suma dintre clasele de vesturi @ si b se defineste astfel:

a + b = 7, unde r reprezinta restul impartirii sumei a + b la n.

-Daca @ + b = 0, spunem ci b este opusa clasei @ inZ_sinotaim b =- 4.
Seconstatici —a=0-a=fn-a=n-a=>-a=n—a.

- Oricare ar fi a, be £ , atunci a+b=b+a.

« Scdderea claselor de resturi a si b se defineste astfel:

i
A

G- bh=a+(b)y=a+Q-b)y=a+(h-b)=a+n-b.

4




o Inmultirea claselor de resturi @ si b se defineste astfel:
a - b =7, unde 7, reprezinta restul impartirii produsului @ - b la n.
- Oricarear fi @, be Z ,atuncia - b=b - a.

-Dacd a-b=1sia # 0,spunem ci b este inversa clasei @ si notim

A

Rezolvarea unei ecuatii elementare: a-x= b

1

Mai putem scriex= a~ - b, iar pentru a determina inversa clasei @,

ac—1

procedim astfel: fie @' = ¢ € Z, & ac= l(modn) & eZ si

n

determindm numarul Intreg c, ca fiind egal, de exempluy, cu 0., adicia ™' =d..
fnconcluzie x=a"' b=>x=6-b=>x=0.-b.
Tabla unei legi de compozitie

Daca ,,o” este o lege de compozitie pe M, iar multimea M este finiti,
M= {x,, x,, ..., x }, atunci legea poate fi redatd printr-un tablou, numit tabla
operatiei ,,o”, astfel:

< xl xz x/ A
X o

L P IR E G R &y =¥y
X,

) xz el xl xz o xz X2 o X} xz o )C”
X AREiPN X X 2 RCR X o

! ! 1 i 2 i / i n
X X oX X oX S LT X oX
1 n 1 I3 2 n J n n

In acest tabel, elementul X; o x; este situat pe linia i si pe coloana,.

Probleme rezolvate

1. Consideram multimea M = [2, +o0).
a) Sa se arate cd operatia x o y = xy — 2x — 2y + 6, defineste pe M, o lege de
compozitie.
b) Sa se calculeze numerele « =2 < 3si b = (1) © 4.
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Rezolvare:

a) Pentru a demonstra ca legea este o operatie algebrica, trebuie sa ardtam ca
pentru orice numere x 22,y > 2, avemx oy > 2.
Scriem echivalent: x o y 22 < xy-2x-2y+ 622 xy—2x-2y+420<
x(y—2)-2(y-2)20 = (x—2)(y—2) 20, ultima inegalitate fiind evidenta,
deoarece x 22 siy = 2.
blra=2 olis 235 2922080t 6 =2 “deciia; =2, dar
b=(-1)cd4=(-1)-4-2-(-1)-2-4+6, deci b=-4.

2. Fie multimea M = {0, 1, 2, 3, 4} si legea ,,o” definita astfel:

xy, dacdx<2,y<2
Xxeoy=sx—1, dacidx >2
y—x,dacix <2, y>2

a) Efectudnd tabla operatiei, sa se deduci ci operatia ,,o~ determind pe M o
lege de compozitie.

b) Sé se rezolve ecuatiile: xc2=4si 1 o x=2. o0 1 2 3 4

Rezolvare: 0/0 0 0 3 4

a) Din tabla operatiei, prezentata alaturat, Lo g0 0 20 1 2,8

deducem ca operatia ,,o” este algebrica pe M. | L V) W o e

b) Din tabla operatiei deducem ca: 30157 9! v Dy
02=4 =2,jardinl ox = 3 :

X S X, lar din e == e 1, 0 | 4l3 33 3 3

3. Fie multimea M =[2, 4] c R si legea de compozitie x o y =xy —3x -3y + 12.
a) Sa se arate cd M este parte stabila fatd de legea ,,0”. :
b) Sa se rezolve ecuatiile: x 0 2=3,x€ Msiapoi3ocx=3,x€ M.

Rezolvare:
a) Se observd cd x o y = (x— 3)(y — 3) + 3. Tinand cont ca pentru x € [2, 4],
ye€ [2,4],avemcix—3€ [-1,1]siy€ [-], 1], deducem ca (x - 3)(y —3) €
e[-1, 1]siin final cix oy = (x—3)(y— 3) + 3 € [2, 4]. In concluzie, multimea
M este parte stabild a lui R fatd de legea de compozitie ,,o”.
b)x02=3=2x-3x-3:2+12=3=-x =3=x=3=5={3}.
30x=3=3x-9-3x+12=3 = 3 =3, deci ecuatia are o infinitate de
solutii, adica S =[2, 4].




AAAAA
Ekd

a) Sa se efectueze 2+3 si 35

b) Sa se rezolve ecuatiile x+4=1 si 4x =1,
c) Sa se rezolve ecuatia: 2-x+4=3.
d) Si se rezolve ecuatia x2 +x + 3=0.

Rezolvare:

~ ~

a) 243=2+3=5=1.5+0=1-5+0=1-0+0=1.0+0=0+0=0+0=0.
2:3=2.3=6=1-5+1=1 (deoarece restul impartirii lui 6 la 5 este 1).
b) Studiind tabla operatiei (Z,, +), deducem ca solutia ecuatiei x +4=1 este

x=2. Studiind apoi tabla operatiei (Z,, -), deducem ci solutia ecuatiei

21x=ieste x=4.

+lo i 53 3 i
00 i 233 8]0 000 0
A g e TR R SRR
B g e G At R
S b el 0 B
3140 1 3 dvenn, 500 Bodgied

A

) x+4=322x=3-4=3-4="1=0-1=5-1=4=x=4=x=13.

3
Altd metodd: 2x=4=x=2".4.Ca leulim inversa clasei 2 in Z fie
2a

2724, 4e Z, & 2a=1(mod5) & L&y = Banodsiiustter 25425

A A

Cum x=2"-4 atuncix=3-4=3.4=12=2.542=2.542=2.5+3 =
2.

=2-0+2=0+2=2. In concluzie, ecuatia 2x =4 are solutia x =
9 x e R B
X’ 0, | L ibeidps b8 14mninig
X+x+3 | 3 | 5 | 9 | 10 | 8
X+x+3] 3 | 0 | 4] 0 | 3

In concluzie, ecuatia are solutiile {1 : 3} :




Probleme propuse

1.

Efectuand tabla operatiei, sa se arate ca operatiile specificate reprezinta legi
de compozitie pe multimea M = {1, 2,4, 8, 16}.

a) x o y =min(x, y);

b) x oy =c.m.m.d.c.(x, y);

¢)x oy =c.m.m.m.c.(x, y).

. Efectuénd tabla operatiei, sa se arate ca operatiile specificate reprezinta legi

de compozitie pe multimea M = {0, 1, 2, 3, 4}, in urmatoarele cazuri:
a) x o y = max(x, y);

b)xoy=|xr-y;

c)xoy=x.

.Pe multimea M= {1, 2, 3,4, 5} se consideri legea de compozitie ,,o” a carei

tabla este reprezentata alaturat.

a) Sa se determine urmatoarele elemente: °|1 23 45

a=103,b=305;c=402;d=504. FY 2 35ad 150 gl

b) Sa se rezolve urmatoarele ecuatii: 212 1 5 4 3
i)x03:1; 1i)20x24; 3 3 4 3 5 2
iii)x o 5=3; iv)4ox=2. al1 21 2 3

£ . .. |3ox=3
¢) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: - g (BoNSR DR g et
X o y =

. Pe multimea M = {0, 1, 2, 3} se defineste legea de compozitiex oy = b} = x‘.

a) Sa se alcdtuiasca tabla legii de compozitie.
b) Sa se rezolve ecuatiile: x c3=0si2ox=1.
xoy=0

¢) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: { :
f y e} 1 =] 2

. Pe multimea R se definesc urmatoarele legi de compozitie:

xTy=x+y+lsi xly=%/;+%/;—1.
a) Sa se calculeze 8 T 27518 L 27.
b) Sa se rezolve ecuatia: x T 1=x 1 27.
Al sia=65

c¢) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: { 1
; el i=is

. Sa se arate ca in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte

stabild a multimii R, in raport cu legea de compozitie specificata:
ayM=2Z,xoy=x+y-3;




DyM=N,x2ey=]x=);
c) M=[-5,+00), x o y=xy+ 5x + 5y + 20;
D M=(-3,+0),x0y=xy+3x+3y+6;
e)M=(1,4), xoy=xy—-x-y+2;
VS 2 s e ooty =0y s 202 G

. Sa se arate ca in fiecare dintre cazurile urmatoare, multimea A este parte
stabila a multimii R, in raport cu legea de compozitie specificata:

Ay M=(-1,1), xoy=212,
1+ xy
Xy
byM=(0,1), xoy=——"——
) ( ) e 2oyl

) M= (0, 1)U(l, +), x o y = x>,

1 A
) M=(1,2)U Q4+, xoy=(x-1)"";

e) M: (2’ +oo)’ xOy = xz};z +x3 +J"3 .

f) M=(\/2—,+<>0), xoyz\/xzyz—bc2 —2y°+6,

. Sa se arate ca in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte
stabild a multimii A (R), in raport cu legea de compozitie specificata:

b
a) M =
ety
b)M={ 2x y)
3y 4x
(
o
kO X
el )
2

. Sa se arate ca in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte
stabild a multimii M,(R), in raport cu operatia de inmultire a matricelor:

X, y,Z€ N} , adunarea matricelor;

X, V€ N} , adunarea matricelor;

X,VE IR} , inmultirea matricelor;

x,v,2,te R si det 4+ 0}, inmultirea matricelor.




